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AsiNtl NaTiONaee □ E fthilFMSNTA'hON DES TfltCOJdMUNiCA JIONS 


P ARTIE I 


ExerciceI : 

Soient a, h et c trois reels fixes. On defrnit par recurrence la suite (v K ) de la manicrc 
suivante ; 

v 0 =a , Vj =b , v 2 =c 

' _ V ,+V^+V»2 


Pour tout n > 0 , ou pose V |3 - 

fv ) 

y nt2 

et A - 

r l /3 i /3 
1 0 

1 / 3 " 

0 


. v n , 


, 0 1 

o. 


l ) a) Montrer que pour tout n£ 0 , V p+L = AV„ , En deduirc ['expression dc V n et) fonction 
de A, n ct V fl . 

b) Montrer que 1 cst une valeur propre dc A ct trouver les autres vaJeurs propres de A (on 
les notera ret s ). 

c) A eat-elle diagonalisabb sur IR ? sur C ?, 

2} a) Montrer que pour tout u > 0, les valeurs propres de A" son! l, r n el s" . 

b) Montrer l ’existence (sans les calculer) dc trois nombres complexes a, £ et y tels que, 

Vn > 0 , v n = a + pr" -i-ys" 

c) Montrer que Vx e] - J3 ,V3[ , tim x r (v n - a) = 0 et que la suite ( v„ ) converge vers a . 

d) En deduire que a est nombre reel. 


3) Pour tout entier nature] n, on pose, w n = v n + 2v ril + 3v„ +2 . 


Montrer que, pour tout entier nature! n, w n+ |=w n 


... . a + 2b + 3c 

et cn deduirc que a 
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Exerctcf. 2 : 

Soic E un espace vectoriel eudidien de dimension finie n. Pour tout x, y de E, le 
produit scalaire de x el y sera note (xjy) et la norme de x sera notee ].x|| = j'(xlx) . 

Pour tout endomorphism® f de E, on notera f 2 = f o f et si f * 0 , on pose 

m 3 


K(f>= Sup 


TLtKuO 


1 )|x|f 2 (x)|| 


On rappelle que si h est un endomoiphisme de E, Ker(h) designe le noyau de h et la 
norme de h est donnee par ; 

N(h)=Sup||h(x)j. 

t«H 


1 ) Calculer K(f) dans les deux cas suivants : 

a) f est un endomorphisme de E verifiant Vx e E , ||f(x}j: = |jxj| 

to) f est un endoraorphisme d’nn espace vectoriel eudidien de dimension 2, represents 


dans une base orlhonorniee par la matrice 


"0 2 n 
,1 0 / 


m 


2) Montrer que si f est un endomorphisme bijectif de E, alors K(f) = K(f _1 ). 

3) Montrer que si f est un endomorphisme autoadjoint de E, alors Ker(f) = Ker(f 2 ) . 
Calender K(f) dans le cas ou f 2 ^ 0 . 

4) Montrer que si f est un endomorphisme de E alors : 

E = Ker(f) © Im(f) Si et Seulement Si Ker(f) = Ker(f 2 ) . 

On note g 1’ endomorphisme de Im(f) induit par f et on suppose que f 2 ^ 0 . 

i) Montrer que g est bijectif. 

ii) Montrer que K(f) est fini si et seulement si Ker(f) = Ker(f 2 ) et que dans ce cas, 

K(f)<N(f)N(g"'). 

iii) Montrer que K(f)> 1 . 

5) Soit f un endomorphisme de E et f* son adjoint. 

a) Montrer que f* o f est un endomorphisme autoadjoint de E positif. 

b) Soit X la plus grande valeur propre de f* o f. Montrer que N(f) = 4x . 


P ARTIE II 

Exercice 3 : 

Dans cet exercice, on pourra utiliser la formule suivante, sans la justifier: 

+00 +oo +oo +oo 

(*) 2 ^^an,p= 2 ^ 2 ^an,p ou ( a„ )P )n,p est une famille de nombres reels positifs. 

p-0n=0 n-0p~0 


Pour tout reel t, on pose 

+oo 

f(t) = -£ln(l-e-"). 

n=l 

1) Montrer que Vt e]0,+oo[ , f(t) est bien definie. 

2) Donner le developpement en serie entiere de la fonction x — » -ln(l - x) et preciser le 
rayon de convergence. 

+oo 

3) Montrer que Vt e]0,+co[ , f(t) = V . (Indication : on utiliser a 2 ) et la formule (*)). 

^n(e -1) 


5) Deduire, en utilisant 3) et 4), un Equivalent simple de f(t) quand t tend vers 0. 


4) Montrer que la serie ^ 


Sn(e m -1) 


est normalement convergente sur ]0,+oo[ 
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Exercice 4 : 

Q. etant le disque ouvert de IR 2 , de centre O et de rayon 1. u une application de Q 

versIRde classe C 2 , verifiant : V(x,y) e Q, Au(x,y) = ^-^(x,y) + ^-y(x,y) = 0. 

ok oy 

On considere l’application F definie sur ]0,l[xIRpar F(r,0) = u(rcos0,rsin0) . 


1) a) Verifier que F est de classe C 2 sur ]0,l[xIR et calculer 


fonction des derivees partielles de u par rapport a x et y. 
b) En deduire que V(r,0) e]0,l[xiR , r 2 -^— ^-(r,0)+ ^ ^ 


2 a 2 F 

5r 2 ' dd 2 


dF a 2 F aF a 2 F 

ar ’ ar 2 ’ dd ’ de 2 


dF 


en 


(r,0) + r— (r,0) = 0 . 

ar 


2) Pour tout entier relatif n et tout reel r de ]0,1[, on pose : 


a) Verifier que c n est de classe C 2 et montrer que pour tout r de ]0,1 [, 


'■ » = -h £f < , o'. W - d- f.|r 


2n ar 


2tc j -* ar 


d0 


b) Montrer que 


Vn e Z, Vr e]0,l[ , j- £^(r,0)e- in9 d0 = -n 2 c„(r) 


2 n J-«ae 


3) On considere l’equation differentielle (E n ) : x 2 y"+xy'-n 2 y = 0 . 

On designe par S n Fensemble des solutions de (E n ) et par T n l’ensemble des solutions 
bomees de (E n ). 

a) Montrer que c n est dans T n . 

b) Montrer que S n est un espace vectoriel dont on determinera la dimension. 

c) Determiner les solutions de (E n ) qui sont de la forme x a ou a est a determiner. 

d) Deduire les solutions de (E n ), puis donner c n . 

4) Donner l’expression de F pour (r, 0 ) e]0, 1 [ x IR 
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